Zespot Szkot Informatycznych

ul. Koszalinska 9, 76-200 Stupsk
e-mail: monikaskwarek@jinteria.pl
tel: (059) 845 60 70

Geometria
sferyczna
1
euklidesowa

Katarzyna Wronska
[I klasa Technikum Weterynarii
Opiekun pracy: Monika Skwarek



Wstep do geometrii

1. Geometria - podstawowe zagadnienia

Zanurzajac si¢ w dziaty matematyki poprzez lata najczesciej spotykang dziedzing jest geometria.
Towarzyszy ona czlowiekowi w duzo bardziej zauwazalny sposdb niz inne dziaty matematyki, ktore
opierajg si¢ na logicznym zrozumieniu samych liczb bez odniesienia do otaczajacego nas $wiata.
Geometria, zwlaszcza sferyczna, jest dostrzegalna w otaczajacym nas wszechswiecie ale rowniez tu na
Ziemi.

Geometria to dzial matematyki zajmujacy si¢ badaniem zagadnien dtugosci powierzchni, odleglosci, pol
powierzchni, miar katow oraz bardziej zaawansowanych takich jak krzywizny, punkty state 1 wymiary.
Dziedzina ta nalezy do jednych z najstarszych nauk a za jej przewodnika uznawany jest Euklides,

wprowadzil on pierwszy aksjomat w matematyce dotyczacy zagadnien geometrii.

2. Geometria euklidesowa

Geometria euklidesowa — najprostsza geometria, ktora zakladala badania tylko na plaskiej
powierzchni oraz trojwymiarze i miala opisywac jedynie $wiat fizyczny. Tym samym uniemozliwita
rozw0j badan nad pozostatymi rodzajami geometrii.

Geometria euklidesowa zbudowana zostala w oparciu o aksjomaty (twierdzenia, ktére z gory trzeba

uzna¢ za prawidtowe). Euklides wyr6znit pie¢ nastepujacych aksjomatow:

1. Dowolne dwa punkty mozna potaczy¢ odcinkiem. )

2. Dowolny odcinek mozna przedtuzy¢ nieograniczenie (uzyskujac

prosta).

3. Dla danego odcinka mozna zaznaczy¢ okrag o srodku w jednym z Dotyczq
jego koncowych punktéw i1 promieniu réwnym jego dlugosci. >geometrii
4. Wszystkie katy proste sg przystajace. plaskiej

5. Dwie proste, ktore przecinajg trzecig w taki sposob, ze suma

katow wewnetrznych po jednej stronie jest mniejsza od dwoch katow

prostych, przetng si¢ z tej wlasnie strony. W,

3. Uzupeknienie aksjomatow Euklidesa

Niemiecki matematyk David Hilberg pod koniec XIX wieku uzupehnit niepelny system pewnikow

Euklidesa"



A) pojecia pierwotne:
- ptaszczyzna P
-podzbiory ptaszczyzny L
- odleglto$¢ geometryczna funkcja d: P X P — R v {0} (liczby rzeczywiste oraz 0)

B) aksjomaty Hilberga (geometria dwuwymiarowa):

1. Aksjomaty incydenciji:

* 11 : Dla dowolnych réznych punktow A4, B € P istnieje dokladnie jedna prosta / € L taka, ze 4, B € [.
Oznaczamy ja przez : AB
* 12 : Kazda prosta ma co najmniej dwa punkty

* 13 : Istniejg trzy punkty nie nalezace do jednej prostej. Takie punkty nazywamy niewspotliniowymi

2. Aksjomaty uporzadkowania:

* Ol : Na kazdej prostej istnieja dwa wzajemnie odwrotne relacje liniowego porzadku

3. Aksjomaty odleglo$ci (m.in.):

* DI : Dla dowolnych 4, B € P: d(B, A) = d(A4, B)

4. Aksjomaty symetrii (m.in.):

* S2 : Dla dowolnych pétprostych AB— i AC— istnieje co najmniej jedna prosta / taka, ze s;
(AB—) = AC—

5. Aksjomat réwnoleglosci:

* E : (aksjomat Euklidesa) Dla dowolnej prostej / € L i dowolnego punktu 4 € P | [ istnieje doktadnie
jedna prosta m € L taka, ze A €m orazm N [ =[]

! system pewnikow Euklidesa — zestaw pieciu aksjomatéw w oparciu o ktore swoj system oparli kolejni
matematycy



Geometria sferyczna

1. Wstep do geometrii sferycznej

Geometria sferyczna zajmuje si¢ dzialem geometrii dotyczacym badania wiasciwosci figur
nalezacych do powierzchni kuli. Role prostych odgrywaja kota wielkie sfery (czyli powierzchni kuli).
Na niej przez dwa punkty nie bedace koncami jej $rednicy przechodzi tylko jedno koto wielkie.

W geometrii sferycznej bada sie¢ takie figury jak:

- dwukaty,

- trojkaty sferyczne,

- wielokaty sferyczne.

Przy czym zwigzkami miedzy bokami i katami trojkatow sferycznych zajmuje si¢ trygonometria

sferyczna.

Dwukat sferyczny — figura przestrzenna; jest to czesé

sfery ograniczona dwiema ptaszczyznami przechodzgcymi

przez jej $rodek, np. moze by¢ nim cz¢$¢ Ziemi miedzy

poludnikami.

Trojkat sferyczny - figura przestrzenna; powstaje
poprzez ograniczenie powierzchni sfery trzema
tukami kot wielkich, ktore muszg przecinac si¢ w
wierzchotkach. Powstaje wtedy 8 trojkatow
sferycznych z czego jeden jest trdjkatem

Eulerowskim?.




Wielokat sferyczny — figura przestrzenna; jest to
wielokat geodezyjny na sferze, czyli figura
ograniczona tukami na sferze; np. szesciokaty

sktadajace si¢ na pitke.

21 1

Okrag wielki jest to cze$¢ wspolna sfery i plaszczyzny przechodzacej przez srodek kuli.

Przez kazde dwa punkty na powierzchni sfery, nie bedace koncami tej samej Srednicy, przechodzi
doktadnie jedno kolo wielkie. Mniejszy z tukow tego kota, o koncach w danych punktach, jest
najkrotszg krzywa taczaca te punkty, a jego dlugos¢ nazywamy odlegloscia pomigdzy punktami na kuli.

Kat przeciecia lukow dwéch kol wielkich jest wyznaczony przez kat jaki tworza styczne do tych

tukéw poprowadzone w punkcie przecigcia.

“wiecej o trojkacie Eulerowskim w ,, Trygonometrii sferycznej. Trojkat Eulerowski”



2. Trygonometria sferyczna

Trygonometria zajmuje si¢ badaniem wtasnos$ci funkcji trygonometrycznych i zastosowaniem w
geometrii. Powstata znacznie wcze$niej niz plaska, znajdujac zastosowanie w astronomii Trygonometria

sferyczna zajmuje si¢ wlasciwosciami trojkatow na powierzchni kuli.

Dla kazdego trojkata sferycznego prawdziwe sa wzory:
- SINUSOW

- cosinusow dla bokow

- cosinusow dla kgtow

- cotangensow

- na pole trojkqta

2.1. Wlasnosci trojkatow sferycznych

A, B, C — katy, wierzcholki trojkata

a, b, ¢ — boki trojkata

Powyzszy trojkat jest okreslony na trzech tukach (odcinkach) kot wielkich. Jego boki sa
analogiczne do katéw przy $rodku sfery : wigkszy bok — wigkszy kat.

1) Suma katéw wewnetrznych : 180° - 540°
2) Obwaéd : nie moze by¢ wigkszy od obwodu kota wielkiego, czyli Ob < 2IIR
3) Pole : pole nie moze by¢ wieksze niz potowa obwodu sfery, czyli P < 2IIR?

*R — promien sfery

Eksces sferyczny — nadmiar sferyczny — gdy suma kgtéw wyniesie ponad 180° oznaczana jest grecka



literg ,,e ”
A+B+C—-180°=¢

4) Kazdy element trojkata sferycznego jest <180° .

5) Suma bokoéw trojkata sferycznego jest mniejsza od 360°;
0°<a+b+c<360°

6) Suma katow A+B+C trojkata sferycznego jest zawsze wigksza od 180° i mniejsza od 540°;
180° <A+ B+ C < 540°

7) Bok kazdego trojkata sferycznego jest wiekszy od wartosci bezwzglednej roznicy dwoch pozostatych
bokoéw i mniejszy od ich sumy;

lb—c|<a<b+c

8) W trojkacie sferycznym suma dwoch katdéw jest mniejsza od trzeciego kata powigkszonego o 180°;
A+B<C+180°

Wartosci trojkatéw sferycznych podawane sig w radianach. Jest to jednostka miary tukowe;j kata,

okreslana jako dtugos¢ / tuku o srodku w wierzchotku a i1 jego promienia 7.

oa =1 rad

04

Ze WZOru: R
a) 1 rad = 180° : I1 = 57,3°
np.: 0,2rad =0,2 x 57,3 =11,46°

b)1°=11:180°~ 0,017 rad
np.: 20°=0.017 x 20 = 0,34 rad

2.2.Trojkat Eulerowski

Trojkat Eulerowski to taki trojkat, ktorego kazdy z katow jest mniejszy niz 180°

Szczegolne znaczenie nalezy mu przypisac jezeli chodzi o geodezje oraz nawigacje. Dysponujac
wspotrzednymi sferycznymi punktéw mozemy obliczy¢ ich wzajene odlegtosci liniowe 1 katowe.




1) Twierdzenia sinuséw

sin a : sin A=sin b : sib B=sin ¢ : sin C

Stosowane, gdy znamy trzy elementy trojkata, z ktoérych dwa sa do siebie przeciwlegle. Mozemy
znalez¢ wtedy element przeciwlegly do trzeciego z nich. Rozwigzanie zawiera dwa wyniki, z czego
poprawne moze by¢ tylko jedno z nich lub oba. Prawdziwo$¢ wyniku opieramy na znajomosci
whasnosci trojkatow sferycznych.

np.: Oblicz kat B, wiedzac ze bok a wynosi 56°21°, bok b = 89°11" a kat A jest rowny 44°47".

1. Wiemy, ze > sina:sinA=sinb:sinB

2. Przeksztalcamy wzér —  sin B=(sin b : sin a) x sin A

3. Podstawiamy do wzoru — sin B = (10,999898 : 0,832438) x 0,704428

4. Otrzymujemy wynik — sin B =0,846137

5. Biorac pod uwage, ze rozwigzanie wychodzi w dwoch wariantach odpowiedzi obliczamy
B — B =arcsin (0,846137) = 57° 47,63 / 122°12,37°

6. Sprawdzamy rozwigzania zgodnie z wlasno$ciami trojkatow sferycznych:
-b>a,czyliB>A

- 57°47,63° > 44°47 oraz 122°12,37" > 44°47

7. Obie odpowiedzi sa poprawne, czyli otrzymujemy dwa trojkaty

np.: Dane sg dwa katy trojkata sferycznego: A= 124° oraz B = 45°. Znany jest rowniez jeden z bokoéw
a=101°

1. Wz6r podstawowy — sina : sin A=sin b : sin B
2. Przeksztatcenie wzoru — sin b = (sin a : sin A) x sin B
3. Podstawienie do wzoru — sin b = (0,981627 : 0,829038) x 0,707107
4. Otrzymany wynik to — sin b =0,837254
5. Obliczanie b — arcsin (0,837254) = 56°51,08" / 123°08,92°

6. sprawdzanie zgodnie z wlasnos$ciami trojkatow sferycznych: A>B, czyli a>b - 101°> 56°51,08"
(123°08,92°>101°)

7. Bok b =56°51,08"

2) Twierdzenie cosinusoéw dla bokow

cosa=cosb *cosc+sinb *sinc * cos A

cosb=cosa*cosc+sina*sinb *cosB

cosc=cosb *cosa+sinb *sina*cos C



Powyzsze wzory stosujemy, gdy znamy trzy boki trojkata (mozemy znalez¢ wtedy trzy katy); lub

gdy znamy dwa boki i kat miedzy nimi zawarty (mozemy znalez¢ wtedy trzeci bok).

np.: Dane sg trzy boki trojkata:

-a= 87°47

-b=25°02"

-c=104°45"
Oblicz kat A.

1. Przeksztalcamy wzor cos a tak aby moc obliczy¢ cos A i1 otrzymujemy :
cosA=(cosa—cosbxcosc):sinbxsinc
2. Z tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych odczytujemy warto$ci odpowiadajace kolejnym
bokom i podstawiamy.

3. Otrzymujemy wynik, ktéry po odczytaniu z tabeli daje kat rowny 48° 49,93"

np.: Dane sg dwa boki i kat:

-a=66°25,T

-b=124°12,6"

-C=283°26,7
Oblicz bok c.

1. Podstawiamy do wzoru : cos c =cos b x cosa+sinb x sinax cos C
2. Otrzymujemy wynik cos ¢ =-0,13831
3. Odczytujemy wartos$ci z tabeli

4. Bokc=97°57

3) Twierdzenie cosinusow dla katow

cosA=-cos B *cos C+sinB *sin C * cos a
cos B=-cosA*cosC+sinA*sinC *cosb

cosC=-cos B *cosA+sinB *sinA * cosc

Stosujemy, gdy znamy trzy katy trojkata (mozemy znalez¢ wtedy trzy boki); lub gdy znamy dwa katy 1
bok miedzy nimi zawarty (mozemy znalez¢ wtedy trzeci kat).

np.: Oblicz bok b dla danych katéw:

-A=78°25
-B=89°45
-C=289°39

1. Przeksztalcamy wzor dla cos B i otrzymujemy wzor :
cosb=(cos B+cosAxcosC):sinAxsinC

2. Podstawiamy odczytane z tabeli dane do wzoru



3. Otrzymujemy wynik cos b = 0,005706
4. Odczytujemy wartos¢ dla powyzszego cosinusa

5. Bok b wynosi 89° 40,4

np.: Oblicz kat C, jesli wiesz, ze:

-A=65°12
-B=74°33"
-c=76°44,6

1. Podstawiamy do wzoru : cos C=-cos B x cos A+ sin B x sin Ax cos ¢
2. Otrzymujemy wynik cos C = 0,088894
3. Kat C ma wartos¢ réwna 84° 54°

4) Twierdzenie cotangensOw

sinc *ctga—sin B * ctgA=cos B * cos ¢
sinc * ctgb —sin A * ctg B=cos A * cos ¢
sinb *ctgc—sinA*ctgC=cosA*cosb
sinb *ctga—sinC *ctgA=cos C *cosb
sina * ctg b —sin C * ctg B=cos C * cos a
sin a * ctg ¢ —sin B * ctg C =cos B * cos a

3. Podsumowanie geometrii sferycznej ze szczegdlnym zwroceniem uwagi ha
trygonometrie sferyczna

Opierajac si¢ na wyktadach dr hab. Leszka Smolarka oraz innych zrodtach opracowatam

niektore zagadnienia dotyczace geometrii sferycznej, w szczegolnosci skupiajac si¢ na trygonometrii,
ktora znajduje szerokie zastosowanie w nawigacji, astronomii i geodezji.
Trygonometria sferyczna staje si¢ zagadkowa i niezwykta, gdy porownamy ja z trygonometrig ptaska.
Uczniowie szkot §rednich uczni sg, ze trojkat zawsze 1 w kazdym przypadku musi mie¢ minimum dwa
katy ostre, a suma katow w trojkacie nie moze przekroczy¢ 180° . Okazuje si¢ jednak, ze jest to jedynie
zawezenie pola matematyki, w ktdrym uczniowie maja si¢ obraca¢. Obliczenia trojkatow i figur na
sferze sg dziataniami abstrakcyjnymi, ktéore wymagaja poznania i zrozumienia podstaw.

Zastosowania geometrii sferyczne;j:

- badanie odlegtosci na kuli ziemskiej

- geodezja

- badanie powierzchni ciat kulistych

- wymierzanie odpowiednich figur majacych otaczaé ciato kuliste (np.: sze$ciokaty na pitce,
koputy)
Zastosowania trygonometrii sferycznej:

- nawigacja (trojkat Eulerowki jako podstawa do odczytywania odlegtosci na powierzchni kuli
ziemskiej)



- obliczanie katow 1 bokow trojkatéw sferycznych

Geometria plaska

Inaczej znana jako geometria Euklidesowa (wspomniana juz we ,,Wstepnie do geometrii”) .
Geometria ptaska dla os6b nie majacych stycznoscig z ta dziedzing matematyki wydaje si¢ mieé
zastosowanie jedynie do obliczania pol i obwodow figur ptaskich. Tg zalete¢ wykorzystuje si¢ w
nauczaniu ponadgimnazjalnym, tylko, ze nie wspomina si¢ o innych zastosowaniach geometrii ptaskie;.
Wykorzystuje si¢ ja w budownictwie, architekturze oraz grafice komputerowej, co w dzisiejszych

czasach jest spotykane na porzadku dziennym.

1. Wstep do geometrii plaskiej

Pojecia podstawowe geometrii absolutne;j:
a) relacje
- przynaleznosci : €
- rozdzielania : |
- przystawania : =

b) zbiory
- punktéw : {A, B, C,...}
- prostych : {a, b, c,...}
- ptaszczyzny : {a,B,x ,...}



Opierajg si¢ one na czterech aksjomatach: rozdzielania, przystawania, icydencji oraz ciggtosci.

Przyklady aksjomatow :

1.Z kazda prostg incydentne sg co najmniej dwa punkty.
2.Jezeli A|B|C to punkty ABC sg wspotliniowe.
3.0d dowolnego punktu o nalezacego do prostej p mozna jednoznacznie po obu stronach odtozy¢

odcinki O;0 i1 OO; przystajace do danego odcinka AB.

2. Podstawowe pojecia geometrii *

1) Odleglos¢ (metryka) - funkcja d, ktéra kazdej parze punktéw przyporzadkowuje liczbe nieujemna

rzeczywistg, oraz spetnia warunki:

-d(A,B)=0 < A=B [odlegtos¢ AB jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest réwne B]
-d(A,B)=d(B,A) [odlegtos¢ AB jest rowna BA]
-d(AB)<d(A,C)+d(CB) (nieréwnos¢ trojkata) [odlegtos¢ (bok) trojkata musi byc

mniejsza lub rowna sumie dwoch pozostatych]

IAB|= %-xﬁﬁ (

B

np.: A (2,2) oraz B (4,5)
WZzOr :

d="[(4 -2+ (5-21=V[2* +3*]=V[4 +9] =13

2) Odcinek — zbior wszystkich punktow lezacych migdzy punktami A i B oraz punkty Ai B

A B
| |




3) Dwie proste o wspOlnym wierzchotku tworza kat.

Istniejg katy (m.in.) : proste, ostre, rozwarte, wewngtrzne, zewngtrzne, przystajace, naprzemianlegte,

odpowiadajace.

4) Okregiem o Srodku O i promieniu r>0 nazywamy zbidr punktéw ptaszczyzny, ktorych odleglosc
od punktu O jest rowna r. O(O,r)={P.;d(O,P.)=r}
Kolem o $§rodku O i promieniu r>0 nazywamy zbior punktow plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od

punktu O jest nie wigksza niz r.

— k(0,r)={P;d(O,P.)<T1}




5) Punktem brzegowym figury F nazywamy punkt taki, ze w kazdym jego otoczeniu kolowym
znajduja si¢ zaro6wno punkty nie nalezace do niej. Zbidér wszystkich punktéw figury nazywamy

otoczeniem brzegowym figury F.

Punktem wewnetrznym figury F nazywamy punkt, ktéry ma otoczenie zawarte w figurze F. Zbior
wszystkich punktow wewnetrznych nazywamy wnetrzem figury F.
Punktem zewnetrznym figury F nazywamy punkt , ktéry ma otoczenie wolne od punktéw figury F.

Zbior wszystkich punktow zewnetrznych nazywamy zewnetrzem figury F.

6) Dwie proste na plaszczyznie mogg miec:
- 1 punkt wspdlny
- 0 punktéw wspolny
- wszystkie punkty wspdlne



Proste moga by¢ do siebie:
- rownolegle
- prostopadte
- przecinajace si¢ / nie przecinajace si¢

Pek prostych — wszystkie proste przechodzace przez wspolny punkt

7) Lamana — suma odcinkéw (a, b, ¢, d,...) przy czym kazde dwa odcinki sg roztaczne lub maja

doktadnie jeden punkt wspolny

ﬂ

—P  lamana ZWyczajna

Lamana zamknieta, gdy A; = A,

A=A, A,

'i..l'll.|I

A3
A‘ﬁ

8) Wielokat — suma famanej zamknigtej oraz figury ograniczonej wycietej z ptaszczyzny przez ta
tamana.



* Powyzsze wprowadzenie do geometrii ptaskiej (definicje) jest jedynie powierzchowne i nie zawiera
wszystkich podstawowych definicji. W miare rozwoju pracy beda dodawane kolejne, ktore wymagaja
wyjasnienia.

3. Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata przetniemy prostymi rownolegtymi (1;|12), to odcinki wyznaczone przez te
proste na jednym ramieniu kata sg proporcjonalne do odpowiednich odcinkow wyznaczonych przez te

proste na drugim ramieniu kata.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata przetniemy takimi prostymi, ze odcinki powstate na jednym ramieniu kata sa

proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw powstatych na drugim ramieniu, to te proste sg réwnolegte.

Zadanie

Podstawy trapezu majg dlugosci a i b, za$ jego ramiona dtugosci ¢ i d. Oblicz dlugosci x,y przedtuzen

obu ramion trapezu do ich punktu przecigcia. Wykonaj obliczenia dla a=1,8 , b=1,2 , ¢c=1,5, d=1,2.



1) Rysunek. Uktadamy wzory:
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2) Podstawiamy do wzorow:

27 :M
Y= T j 1.5
5-1.2 _ .
Z= ‘jlm z=73 wynik:

A2z 51’:2‘11 Y = :i'l'
X = :
Z33

4. Wzory trygonometryczne

Dla danych punktow A, B, C [ E, nie lezgcych na jednej proste;j:

- odcinki /4,B], [B,C], [C,A] nazywamy bokami,

- liczby a =d(B, C), b =d(C, A), ¢ = d(A, B) - dlugosciami bokow,

- liczby a, B 1y - katami wewnetrznymi trojkata (euklidesowego) ABC

8¢
Q-0



1) Twierdzenie sinusOw

2) Twierdzenie cosinusOw

¢*=a’+b*-2abcosy

3) Twierdzenie Pitagorasa

/ a
i J!"‘ .-"#
2 L N f
b - - e J
/a b T
~ c T,
2
C

5. Podobienstwo figur

Wielokaty sa podobne, jezeli maja odpowiednie katy rowne i odpowiednie boki proporcjonalne.




* gdzie k oznacza ,,podobny”

Jesli
a:a=b:b =c:c =k
A=A";B=B;C=C

to figury sa podobne.
stosunek bokow
a:a =k

b) stosunek obwodow
obw; : obw,=k

¢) stosunek pal (!)
P, :P, =K’

Przyjmijmy, ze pewnym jest, ze boki obu figur spetniaja powyzszy warunek o podobienstwie

bokow. Wtedy moéwimy, ze figura F; jest podobna do F, a ich skala podobiefistwa wynosi k.

5. Podobienstwo trojkatow

1) BKB
— jezeli dwa boki w trojkacie ABC sa proporcjonalne do odpowiednich bokow trojkata A'B*C,
a katy pomiedzy tymi bokami sg rowne, to te trojkaty sa podobne
- ,,bok-kat-bok”
2) BBB

— jezeli wszystkie boki trojkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich bokow trojkata
A'B’C’, to te trojkaty sa podobne
— ,,bok-bok-bok”

3) PODOBIENSTWO TROJKATOW PROSTOKATNYCH

— trojkaty prostokatne sg podobne, jezeli maja jeden z katow ostrych rownej mierze



T

T

DN » (A

— wtedy rowniez drugi kat ostry jest odpowiednio rowne

Jezeli: =B to T, =T,

Podsumowanie

Geometria obecna jest w matematyce jako jedna z najstarszych dziedzin, ktéora ma szerokie
zastosowanie w architekturze, nawigacji, geodezji i1 innych dziataniach zwigzanych z budowa
przestrzenng lub planowaniem na papierze. Wszelkiego rodzaju obliczenia zwigzane z wielokatami (czy
to sferycznymi czy ptaskimi) ksztaltowaly si¢ przez wiele lat i zostaly udoskonalone, by mozna byto w
XXI wieku wykorzystywac wszystkie ich zalety. Istnieja znaczace i niepodwazalne rdznice we wzorach
tyczacych si¢ geometrii euklidesowej oraz sferycznej.

Pierwsza ze znaczacych réznic sg wzory na obliczanie katéw czy bokow w trojkatach (ad 4. Wzory

trygonometryczne, Geometria ptaska oraz ad 2.2. Trojkqt Eulerowski;, Geometria sferyczna). W

ponizszej tabelce zebrano czynniki podobne oraz réznigce oba rodzaje trygonometrii.

PODOBIENSTWA
Trygonometria sferyczna Trygonometria ptaska

- twierdzenia sinus6w, cosinuséw, cotangensow

- wz6r na pole trojkata

- wartosci katow w trdjkacie zapisywane moga by¢ za pomoca stopni, x°
- trojkat zawsze posiada trzy boki oraz trzy katy wewnetrzne

- zastosowanie w architekturze i projektowaniu wnetrz

ROZNICE
- rozne wzory twierdzen
- dzialania na sferze (kuli) - dzialania na ptaszczyznie
- suma katow w trojkacie jest wigksza od 180° - suma katéw wewnetrznych w trojkacie wynosi
ale mniejsza od 540° 180°
- dlugo$¢ bokéw podawana w stopniach - zastosowanie twierdzenia Pitagorasa
- inna mozliwa jednostka (i czgéciej wybierana) - zastosowanie twierdzenia Talesa




stuzaca do zapisu miar katow - rad

- charakterystyczne zatozenia wtasnosci - boki okreslane sg jednostkami takimi jak cm, m
trojkatow sferycznych (ad 2.1. Wiasnosci itd.

trojkgtow sferycznych, 2. Trygonometria
sferyczna; Geometria sferyczna )

- zastosowanie w astronomii i nawigacji - planowanie figur na plaszczyznie

- obwod trojkata nie moze by¢ wigkszy od - obwod trojkata oraz jego pole jest niezalezne

obwodu kota wielkiego od ptaszczyzny, na jakiej si¢ znajduje

- pole nie moze by¢ wigksze niz potowa obwodu - suma dwodch katow wewnetrzych w trojkacie

sfery jest wigksza niz miara pozostatego kata
A+B>C

- kat powigkszony o 180° ma wigkszg miar¢ od
sumy dwoch pozostatych
C+180°>A+B

Zasadnicza rdznicg migedzy obiema opisywanymi geometriami sg definicje stéw ,,ptaska”
i ,sferyczna”. Z zalezno$ci od tych dwoch przymiotnikoéw na takie pojecia jak trojkat, wielokat czy
linia, nalezy spojrze¢ pod  zupelnie innym  katem (na  przykladzie  trojkata)
Zasadniczo nawigzujac do matematyki uczonej w podstawoéwkach czy gimnazjach definicje trojkata
okresla si¢ m.in. zwrotem ,,0 sumie katow réwnej 180°”. W bardzo prosty sposob mozna udowodnic¢
prawdziwos¢ tego twierdzenia:

~ jezeli suma katow w wielokacie wynosi 180° to jest to trojkat (czyli figura o trzech katach).
Jednakze warto by bylo zwrdci¢ uwage na fakt, ze w matematyce nic nie jest do konca stabilne. Zasady
mozna podwazy¢, udowadniajac inng racj¢ niz zaktadano. W tym przypadku figura geometryczna na
sferze o trzech katach jest z pewno$cig nazywana trojkatem, ale jej suma katdéw wewngtrznych ma

znacznie wigksza warto$¢ niz 180.



Streszczenie

Geometria jako jedna z dziedzin matematyki pozwala na szerokie i nieograniczone
spojrzenie na znane zasady i pojecia. Porownujac geometri¢ sferyczng z ptaska (czyli euklidesowsq)
mamy do czynienia z konfliktem definicji, ktorego nie nalezy traktowaé jako btedu. W celu
jak najprostszego ale 1 obrazowego wyjasnienia poprzedniego stwierdzenia, ktore zdaje si¢ by¢
nielogicznym, warto przyjrzec si¢ szczegdlnie trygonometrii.

Podobienstwami jakie s3 zauwazalne w kazdej z rodzajow geometrii sg figury i ich najprostsze
definicje. Np. trojkat to figura geometryczna na ptaszczyznie o trzech wierzchotkach, majaca trzy katy
oraz boki. Roznice dostrzegane sg po wickszym zaglebieniu si¢ w szczegoly geometrii sferycznej oraz

euklidesowej. Najbardziej podstawowa jest réznica w sumie katow wewngtrznych trojkata:

1. geometria ptaska — suma miar katow wewnetrznych JEST ROWNA 180°
2. geometria sferyczna — suma miar katow wewnetrznych JEST MNIEJSZA od 360°

Aby zobrazowac to zagadnienie warto postuzy¢ si¢ przedmiotami, ktore otaczaja nas w codziennym
zyciu. W okresie $wigtecznym mozna dostrzec wiele figur na sferze, czyli po prostu wzoréw na
bombkach, ktére wieszamy na choinkach lub w oknach czy witrynach sklepowych. Jezeli chcemy
znalez¢ przyklady geometrii plaskiej wystarczy spojrze¢ na obraz na $cianie, ktéorego rama jest
prostokatem  lub  kwadratem.  Trdjkatne  znaki  drogowe  réwniez  znajduja  si¢
na plaszczyznie, a samochodowy GPS dziala na zasadzie odbijania i przesylania fal ,ktére tworza obraz
wlasnie dzigki trygonometrii sferycznej. Przyktadow mozna by podawac bez konca i kazdy znajdzie co$
nowego. Zasadnicze réznice roOwniez tatwo dostrzec, ale te matematyczne, obliczeniowe lub opisowe
wymagaja wigkszego zaglebienia si¢ w studiowanie matematyki. Jednakze to czego mozna si¢
dowiedzie¢, chociazby w najmniejszym stopniu, utatwia dostrzeganie roznic w otaczajagcym nas swiecie.
Zdecydowanie ta praca nie wyczerpuje rozleglego tematu jaka jest porOwnanie geometrii sferycznej i

euklidesowej, ale daje podstawy, ktore moga zacheci¢ do wickszego studiowania podanych zagadnien.

Praca opiera si¢ na osobnym i og6lnikowym opisaniu kazdej z geometrii by potem zaglebiajac
si¢ w szczegoly zaznaczaj coraz bardziej istotne rdznice. RoOwniez wykonanie przykladowych zadan
krok po kroku pokazuje, jak bardzo rd6znig si¢ dziatania na sferze od tych
na ptaszczyznie. W pracy mozna wyraznie zauwazy¢, ze duza jej czgs¢ zajmuja zagadnienia dotyczace
trygonometrii, poniewaz sg one w moim doswiadczeniu wyraznie obrazujace rdznice, ktore nalezato
skontrastowa¢ oraz utatwiajag wyjasnienie bardziej skomplikowanych struktur matematycznych (np.

wzorow trygonometrycznych lub pojecia ,,rad”).
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